1. a) Ardtati ca dacd A, B, C, D sunt numere complexe §i A3~ A = B3—B =
C3 — C = D3 — D, atunci doua dintre acestea sunt egale.

b) Este adevarata afirmatia similara pentru A, B, C'; D — matrice din My (R)
7 (Justificati !)

Solutie. a) Dacd A # B,C, D, atunci A> — AB + B? — 1 = 0 si analoagele.
2p

Rezulta ca B, C, D sunt solutii ale ecuatiei 22 — Az+ A% —1 = 0; cum ecuatia
are doua solutii, cel putin doua dintre numerele B, C, D trebuie sa fie egale.2p

b) Este suficient s luam A, B, C, D distincte astfel incat A* = B* = C? =
D2 = [27 3p

de exemplu matrice de forma ( a 1= a). 2p

l+a —a

2. Fie (z,)n>1 un sir de numere pozitive cu proprietatea ca sirul (a,)n>1
dat de a,, = f:“ are limita, egala cu [.

a) Determinati x,, in cazul cand z; = % sia, = % pentru orice n > 1.

b) Aratati ca, daca [ > 1, atunci sirul (x,,),>1 are limita +oc.

c) Aratati ca, daca [ < 1, atunci sirul (z,,),>1 este convergent.

Solutie. Avem z,,1 = a, + a,r,, de unde

>1
>1

Tptl = Qp + ApQp_1 + ApQp_1Gp—2 + ... + @pQp_1...01 + QpQp_1 ... A12].

)Ty =3+ +omt+...+3=1—5. 3p
b) Fie b < 1. Exista atunci m € N astfel incat a, > b pentru p > m.
Astfel, pentru n > m obtinem z,.1 > a, + anan 1 4+ .o app_1 .. Ay >

b+62 R L li_b — % Cum lim & 1—b = O exista m’ € N astfel
d—o00
1ncat M2 pentru d > m/. Fie acum M > 0. Alegand b = %I; < 1 avem

M+ 1, deci x,, > M pentrun > m+m’ —1, ceea ce arata ca x,, — +00.

4p

Observatie Pentru un rationament care funtioneaza doar in cazul [ > 1 se
acorda 2p

c) Aratdm ca x, — 5. Fie M, N > 0 astfel incat M < & < N. Ca mai
sus, exista m € N astfel incat x,, > M pentru n > m.

Aratam acum ca exista m’ astfel incat x, < N pentru n > m’. Pentru
Il < a < 1exista m” € N astfel incat a, < a pentru n > m”. Atund z, <
a+a®+...+a" ™ +a" ™"k, unde k este o constantd care depinde doar de

. _ " _ 1" w

xl,al,az,.. Amr—1. Cum lim (a+a2+...+a” ™4 ka"™) = 2=, daci
n—o0

ludm ;5 < 1%~ < N,ie [ <a< N+1’ obtinem ca exista m’ € N astfel incat

Ty < N pentru n>m. 2p.



