
1. a) Arătaţi că dacă A,B,C,D sunt numere complexe şi A3−A = B3−B =
C3 − C = D3 −D, atunci două dintre acestea sunt egale.

b) Este adevărată afirmaţia similară pentru A, B, C, D – matrice dinM2(R)
? (Justificaţi !)

Soluţie. a) Dacă A 6= B,C,D, atunci A2 − AB + B2 − 1 = 0 şi analoagele.
2p

Rezultă că B,C,D sunt soluţii ale ecuaţiei z2−Az+A2−1 = 0; cum ecuaţia
are două soluţii, cel puţin două dintre numerele B,C,D trebuie să fie egale.2p

b) Este suficient să luăm A,B,C,D distincte astfel ı̂ncât A2 = B2 = C2 =
D2 = I2, 3p

de exemplu matrice de forma

(
a 1− a

1 + a −a

)
. 2p

2. Fie (xn)n>1 un şir de numere pozitive cu proprietatea că şirul (an)n>1

dat de an = xn+1

1+xn
are limită, egală cu l.

a) Determinaţi xn ı̂n cazul când x1 = 1
2

şi an = 1
2

pentru orice n > 1.
b) Arătaţi că, dacă l > 1, atunci şirul (xn)n>1 are limita +∞.
c) Arătaţi că, dacă l < 1, atunci şirul (xn)n>1 este convergent.
Soluţie. Avem xn+1 = an + anxn, de unde

xn+1 = an + anan−1 + anan−1an−2 + . . . + anan−1 . . . a1 + anan−1 . . . a1x1.

a) xn = 1
2

+ 1
22

+ 1
23

+ . . . + 1
2n

= 1− 1
2n

. 3p
b) Fie b < 1. Există atunci m ∈ N astfel ı̂ncât ap > b pentru p > m.

Astfel, pentru n > m obţinem xn+1 > an + anan−1 + . . . + anan−1 . . . am >

b + b2 + . . . + bn−m+1 = b
1−b −

bn−m+2

1−b . Cum lim
d→∞

bd+2

1−b = 0, există m′ ∈ N astfel

ı̂ncât bd+2

1−b < 1 pentru d > m′. Fie acum M > 0. Alegând b = M+1
M+2

< 1 avem
b

1−b = M +1, deci xn > M pentru n > m+m′−1, ceea ce arată că xn → +∞.
4p

Observaţie Pentru un raţionament care funţionează doar ı̂n cazul l > 1 se
acordă 2p

c) Arătăm că xn → l
1−l . Fie M,N > 0 astfel ı̂ncât M < l

1−l < N . Ca mai
sus, există m ∈ N astfel ı̂ncât xn > M pentru n > m.

Arătăm acum că există m′ astfel ı̂ncât xn < N pentru n > m′. Pentru
l < a < 1 există m′′ ∈ N astfel ı̂ncât an < a pentru n > m′′. Atunci xn <
a + a2 + . . . + an−m

′′
+ an−m

′′
k, unde k este o constantă care depinde doar de

x1, a1, a2, . . . , am′′−1. Cum lim
n→∞

(a + a2 + . . . + an−m
′′

+ kan−m
′′
) = a

1−a , dacă

luăm l
1−l <

a
1−a < N , i.e. l < a < 1

N+1
, obţinem că există m′ ∈ N astfel ı̂ncât

xn < N pentru n > m′. 2p.


